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摘　要　提出一种网格多分辨模型生成算法.该算法以最大误差 L ∞控制的网格简化算法为基础 ,通过删除边和拆

分点操作进行向下和向上采样 ,将网格模型表示为由一个低分辨率的网格和一系列修改操作组成的多分辨模型.

同其它算法相比 ,该算法在初始向下采样时 , 重点考虑了简化误差对模型精度的影响. 在生成网格多分辨模型时 ,

该算法将细化操作分解为对网格模型的几何修改信息和各细化操作之间的关系信息 , 确保了多分辨模型的健壮

性.该算法可通过三角片数和简化误差两种方法来调整网格模型分辨率 ,实验结果证明了本算法的有效性.
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Abstract　 This paper puts fo rw ard a new alg orithm to generate mult iresolution model of mesh.

The algo rithm is based on a mesh simplification method controlled by L ∞ erro r. Edge contraction

and vertex spli t are adopted as downsampling and upsampling method respectively. The multi res-

o lution model is represented as a base mesh and a list o f refinement operations. Compared wi th

fo rmer me thods , the algo ri thm uses L∞ erro r to control the mesh simpli ficat ion during the ini tial

dow nsampling process. While const ructing the multi resolution model , the algo ri thm decomposes

the refinement operat ions into the modifications to the mesh and the dependency relat ions , thus

ensures the robustness of the mult iresolution model. Experiment resul ts demonstrate the ef ficien-

cy and stabi li ty of this method.
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1　引　言

三角网格模型的数学描述较为简单 ,通用性和

灵活形也较好 ,且用于三角网格模型显示的硬件加

速设备也得到快速发展 ,因而三角网格广泛用于真

实感图形显示 、数控加工刀具轨迹计算和干涉检查 、

快速原型制造 、医用图像 、地理地形绘制 、计算机游

戏等多个应用领域. 但是 ,尽管具有许多优点 ,三角

网格模型本身还是存在两个主要缺点:(1)因为三角

网格模型本质上是用离散线性曲面片 ,即三角片 ,去

逼近原始曲面模型 ,所以当精度要求较高时 ,需要的



三角片较多 ,这对机器的资源要求较高 ,且不利于存

储 、传输. (2)三角网格模型一经生成 ,其所包含的三

角片数量是固定不变的 ,即三角网格模型具有固定

的分辨率 ,这个特点给三角网格模型的使用带来很

多不便.比如 ,有时在不必要的情况下使用精度较高

的模型造成系统资源浪费甚至运行困难 ,而有时使

用较粗糙的网格模型则又达不到精度要求.

针对上述缺点 ,研究人员提出了一些解决方法 ,

如网格简化[ 1 , 2] 、层次细节模型[ 3] 、递进网格[ 4] 以及

网格多分辨模型等.在这些方法中网格多分辨模型

是最为有效的一种 ,它将一个三角网格表示为一个

基网格和一系列对网格模型的修改操作 ,可以得到

任意分辨率的网格模型. 网格多分辨模型的提出较

好地解决了网格模型只有单一分辨率的缺点 ,使得

在不同的情况下 ,使用不同分辨率的网格成为可能 ,

提高了网格模型的适应性.根据采样方法的不同 ,目

前的网格多分辨模型生成技术可分为两大类. 一类

是 Eck
[ 5]
等人的算法 ,他们的算法要求网格模型具

有子分连通性(subdivision connectivity). 如初始网

格不具备上述条件 ,必须对其预处理 ,通过重采样来

使网格模型具有子分连通性. 这增加算法消耗 ,也引

入了不稳定因素. 另一类算法以 Hoppe
[ 6]
为代表 ,

Kobbelt[ 7] ,Guskov[ 8] 和我国的刘新国[ 9] 、成迟薏[ 10]

等做了进一步研究.这类算法通过网格简化技术对

网格模型进行向下采样 ,并在此基础上以网格细化

作为向上采样方法 ,进而实现网格模型的多分辨表

示.后一类方法可处理任意网格模型 ,具有较强的通

用性 ,因而成为研究的重点.

随着逆向工程技术的迅速推广以及坐标测量机

的不断普及 ,三角网格越来越多地用于造型. 此外 ,

电影特技的发展也要求对网格模型能够方便地编

辑 、存储等.然而 ,我们注意到目前国内外关于网格

模型处理算法的研究大多是针对真实感图形显示或

虚拟现实技术的.而对于用于造型的网格模型 ,尤其

是用于加工的模型 ,许多相关算法不够严谨 ,无法满

足要求 ,而实现这些算法对于网格模型在造型领域

的应用前景至关重要.另外 ,目前大多数算法都是通

过控制三角片数或顶点数来调整网格模型分辨率 ,

而不能以网格模型的简化误差来控制其分辨率. 为

了使简化网格的误差满足要求 ,往往需要反复地尝

试 ,很不方便.

有鉴于此 ,本文提出一种网格多分辨模型生成

算法.该算法在向下采样时 ,重点考虑了简化误差对

模型精度的影响 ,在生成网格多分辨模型时 ,该算法

将细化操作分解为对网格模型的几何修改信息和各

细化操作之间的关系信息 ,同时 ,该算法将全局简化

误差保存在每一步修改操作中 ,既确保了多分辨网

格模型的健壮性 ,又使得通过全局最大简化误差来

控制分辨率成为可能.

2　采　样

多分辨分析是一种有效的信号处理工具.建立

网格的多分辨模型要求对网格模型能够方便 、正确

地进行向上和向下采样.然而 ,网格模型不存在声音

或图片等数字信号所具有的很直接 、很方便的采样

方法.这是因为首先网格模型是定义在一个二维流

形 ,而不是声音的一维和图像的二维欧氏空间. 其次

网格模型不仅包含有几何信息 ,还包含有较为复杂

的连通性信息 ,即网格模型中各顶点之间连接状况 ,

而声音或图像中的采样点通过其索引即可确定其相

互之间的拓扑关系.因此 ,对网格模型进行向下采样

或向上采样时 ,不能简单地去除或添加顶点 ,还必须

修改顶点的连通性.此外 ,声音和图像信号可以方便

地做到光滑和均匀采样 ,而三角网格采样顺序就复

杂的多.

本文采用基于删除边的网格简化进行向下采

样.删除边网格简化算法的基本思路是首先对网格

模型中的每一条边 ,计算其被删除的优先值 ,然后按

优先值的顺序依次删除网格模型中的边(如图 1所

示).当然每删除一条边后 ,须重新计算受影响区域

中所有边的优先值 ,每次删除还必须保证没有病态

三角片产生.删除边操作要考虑的问题主要有两个:

图 1　删除边和拆分点操作

(1)如何计算删除一条边的优先值.

(2)如何安排删除边后生成顶点的位置.

2. 1　删除误差

删除优先值的选择非常重要. 它应当使网格在

被简化后 , 能最大程度地保留原始网格的信息.

Hoppe[ 11] 、Garland[ 12] 、Kim[ 13] 等研究人员提出了许

多不同的方法.然而 ,这些算法都没能在简化过程中

控制 L∞误差 ,而 L∞误差在造型领域中非常重要 ,

为此我们采用计算点到三角片的距离取代点到平面
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的距离 ,并给每个三角片分配一些检测点 ,以此达到

在简化过程中控制 L∞误差的目的. 具体步骤如下:

首先在网格模型表面选取检测点. 顶点集 V 中的点

可全部作为检测点 ,另外在棱边和尖角等区域应采

集更多的检测点 ,并将检测点分配至其所属的三角

片.接着计算每条边被删除后 , 网格模型产生的误

差.该误差具体表示为被删除的三角片所包含的检

测点到修改后的三角片集的距离中的最大值 ,并以

此误差作为删除该边的优先值. 然后对所有边按删

除误差排序 ,从低到高依次删除边 ,直到达到预定要

求为止.在删除某条边后 ,应根据检测点的不同情

况 ,重新分配检测点 ,以保持初始网格模型的信息不

被丢失.如图 2所示 ,当检测点的投影位于某三角片

内时 ,该检测点只被分配到该三角片;当检测点的投

影位于某条边上时 ,该检测点被分配到该条边的两

个邻接三角片;当检测点的投影为某个顶点时 ,该检

测点被分配到该顶点的邻接三角片.

图 2　点到三角片的投影

2. 2　删除边所生成顶点的位置

如图 1所示 ,在删除边操作中 ,网格模型中的某

条边被一个顶点取代 ,我们称该点为目标点. 目标点

的位置如何确定将决定网格模型的形状在该处如何

改变 ,也将影响该删除边所引起的误差大小. 最简单

的方法是采用子集法 ,即以被删除边的两个顶点中

删除优先值较小的一个作为目标点.这样做的好处

是简单 ,系统资源消耗较少.但子集法不能很好地保

持模型的特征. 为此 ,我们提出一种算法通过体积优

化来确定目标点的位置.

如图 3所示 ,当边 vivj被删除 ,且目标点定为 v

时 ,引起的体积变化是以边 viv j的相邻三角片为底

面 ,目标点 v为顶点的四面体的体积之和.对于每个

四面体 ,其体积为

V i =
1
6
ni
T(v - v0)=

1
6
(ni

T
v +d),

其中 ,ni为底面三角片的法矢 , v为目标点 , v0为底面

三角片中的一个顶点 , d=ni
T
v0 .去掉常量系数 ,一个

四面体的体积平方可写为

V
2
i =(ni

T
v +d)2=(vTni +d)(ni

T
v +d)

=vTnin i
T
v +2(dn i)T v +d2

=vTAiv+2biT v +ci .

图 3　删除一条边引起的体积变化

　　所有四面体的体积平方和为

f(v) =∑V
2
i =∑(v

T
Aiv+2biT v +ci)

=v
T

∑Aiv +2∑bi
T
v +∑ci

=v
T
Av+2bT

v+c.

为了在简化过程中达到体积优化的目的 ,我们

希望通过调整目标点 v的位置来使删除该条边所引

起的体积变化最小 ,即使式(3)中 f(v)值达到最小.

可以看出 , f(v)是一个二次函数 ,因此 v值可以通过

对其求一次导数得到 ,解 f′(v)=0得

v =- A - 1
b.

如果矩阵 A奇异 ,没有逆矩阵 ,则采用子集法

确定目标点的位置.
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3　多分辨模型

如前所述 ,网格多分辨模型是一种描述三角网

格的高效的数据结构. 它可以根据不同的需要提供

任意分辨率的网格模型. 网格多分辨模型的提出较

好地解决了网格模型只有单一分辨率的缺点 ,提高

了网格模型的适应性. 多分辨模型数据结构通常包

含两方面信息:首先是对网格模型的修改信息;其次

是各修改操作之间的关系信息. 一个具有较好数据

结构的多分辨模型应能方便 、正确地选择不同的分

辨率以及有选择地对网格模型不同区域进行细化或

简化操作.

3. 1　网格模型修改信息

对网格模型的修改由一对可逆单元操作完成:

细化操作和简化操作.本文的细化操作为拆分点 ,简

化操作为删除边.网格模型修改信息应能确保该两

重操作对网格模型进行正确地修改.为了降低存储

消耗 ,我们只记录每个修改操作的修改信息 ,而不是

修改后的顶点和三角片的所有信息 ,具体结构为:
struct Modi f ication

{

ve rtex* v i , v j;　 　/ /被删除边的两个顶点

vecto r vecDe ltaVi , vecDelta Vj;

/ / vi , v j 与新顶点之间的位置差

CArray〈CTriangle*〉 arrDeadFaces

/ /被删除的三角片

CArray〈CTriangle*〉 arrModi f iedFaces

/ /被修改的三角片

struct Modi f ication*pModi f ication / /父删除操作

double dError 　　 / /该删除操作引起的误差

}

上述修改信息在对初始网格进行向下采样时生

成.利用该结构的信息 ,我们可以方便地从一个粗糙

网格通过拆分操作生成一个细化网格 ,也可以从细

化网格通过删除边操作简化为一个粗糙网格.我们

可以通过控制网格模型中三角片数来选择分辨率 ,

也可以通过简化误差来控制网格模型的分辨率.

3. 2　修改操作之间的关系

多分辨模型中各修改操作之间存在一定的依赖

关系 ,这种依赖关系是在对初始网格进行向下采样

时生成.如果在选择分辨率时 ,忽略了这种关系进行

修改操作会导致病态或错误三角片的出现 ,甚至造

成网格模型崩溃. 目前大多数算法将修改操作之间

的关系定义在各顶点上. Xia 等[ 14] 认为当某条边被

删除成一个顶点 v后 ,其所有邻接点都依赖于 v ,这

种方法确保不会遗漏依赖关系. Hoppe
[ 6]
为了提高

速度 ,认为只有 6个顶点依赖于 v ,即与被删除的 2

个三角片相邻的 4个三角片的顶点. 但这并不能保

证所产生的依赖关系的正确性 ,在使用过程中 ,仍有

产生病态三角片的可能. Xia 和 Hoppe 等都将各修

改操作的依赖关系组织成树或森林 ,但实际上从他

们的定义中可以看出这种依赖关系应该超出了树或

森林的描述范围.

本文将修改操作的依赖关系定义在修改信息

上.为了确保多分辨模型的正确性 ,我们采用 Xia的

原则 ,即在对初始网格进行向下采样时 ,如果一条边

被删除 ,则其所有邻接顶点所参与的修改操作都依

赖于此删除操作.如图 4 所示 ,边 11-12被删除 ,生

成一个修改操作M1 ,并分配给删除后的顶点 11 ,顶

点 12死亡. 由于顶点 11的所有邻接点都是初始点 ,

所以没有依赖关系生成. 接着 ,边 4-5被删除 ,生成

修改操作 M2 ,并分配给新顶点 4 ,顶点 5 死亡. 这

时 ,由于顶点 11是顶点 4 的邻接点 ,则在细化时 ,

M1依赖于 M2 ,即 M2未拆分前 ,M1不能拆分. 如此

循环直至完成所有依赖关系的确定.

图 4　修改操作的依赖关系生成过程

　　我们发现 ,依赖关系图可以用一张有向图来描述

(如图 5所示). 确定各修改操作的依赖关系就是对

其进行拓朴排序. 例如 ,当我们在增大网格模型的分

辨率 ,即进行拆分操作时的依赖关系是 m5 →m4 →
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m3→m2→m1 ,也就是说要想执行操作 m1 ,必须顺序

地先执行 m5 , m4 , m3和 m2拆分操作. 反之 ,当减小

网格模型分辨率时 ,删除操作的依赖关系是 m1 →

m2→m3→m4→m5 .只有这样 ,才能保证在调整网格

模型分辨率时产生的三角片都是在初始向下采样过

程中出现过的三角片 ,且都经过了连续性检查 、形状

检查 ,因而可以确保模型的正确性. 当然 ,拓朴顺序

不只一种 ,拆分操作时 m5→m3→m2 →m4→m1也是

一个正确的选择.

图 5　依赖关系有向图

图 6　Fandisk 模型的多分辨显示

4　实验结果

本文算法已用 C ++语言实现. 为验证算法的

有效性 ,我们测试了许多模型 ,做了大量的实验 ,其

中两例为 Fandisk模型和 Venus头部模型. Fandisk

的外接包围盒尺寸分别为 4. 8×5. 6×2. 7 ,有 12846

个三角片.

本文算法的时间消耗主要集中在初始向下采样

过程中.表 1为本文算法与其它算法处理 Fandisk

模型的时间消耗比较. 统计的时间段为读入模型后

向下采样至 90%顶点被删除为止. 从表中可以看

出 ,由于本文算法需计算全局最大误差 ,因而计算速

度较大多数算法慢 ,但仍然比 Hoppe 的算法快许

多.不过 ,由于向下采样过程不必在线进行 ,对算法

的实施影响不大. 而初始向下采样完成 ,也就是网格

多分辨模型建立好后 ,在最大分辨率和最小分辨率之

间调整网格模型的分辨率几乎可以是实时地完成.

表 1　初始向下采样消耗时间比较

Scheme Hardware Memory Time(s)

Schroeder[ 16] SGI Indigo2 , R4400 , 200MHz 128MB 10. 00

Cohen[ 17] SGI Indigo2 , R4400 , 200MHz 128MB 185. 22

Hoppe[ 11] Digi tal 3000 /900, Alpha 275MHz 128MB 2300. 00

Garland[ 12] SGI Indigo2 , R4400 250MHz 128MB 45. 11

本文算法 Pentum Ⅳ 1. 6GHz 256MB 242. 00

同其它算法相比 ,本文算法的一个突出优点是

在简化过程中记录了每一步简化所产生的全局最大

误差 ,因此可以方便地以全局最大简化误差来控制

网格模型的分辨率. 为了量化地评估本文算法误差

控制的精确程度 ,我们利用 Metro[ 15] 工具来测量简

化网格模型与初始网格模型之间的 Hausdo rff 距离

也即最大误差. 图 6为以简化误差控制 Fandisk 的

多分辨显示 ,图 6(a)～图 6(d)为线框模型 ,图 6(e)～

图 6(h)分别为对应的光照模型. 从图中可以看出 ,

本文的简化算法较好地完成了对初始网格模型的

向下采样 , 网格模型的细节得到了最大程度的保

留.表 2为以全局最大误差控制网格模型的分辨率
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的实验数据 ,从表中可以看出本文算法保证了简化

网格模型的全局最大误差满足输入的要求 ,在需要

以简化误差来控制网格模型分辨率时(如快速原型

制造等),使用起来十分方便. 本文算法还可以方便

地实现误差可控的选择细化功能.图 7为对 Venus

进行的选择细化效果.从图中可以看出 ,本文提出的

修改操作依赖关系确保了在选择细化过程中 ,所有

的三角片都是在对初始网格向下采样过程中出现过

的三角片 ,因而三角片的质量得到保证 ,没有病态或

错误三角片产生 ,同时还可以保证细化局部的误差

不超过指定值 ,这进一步增加了多分辨率网格的灵

活性 ,使得某些需要保证精度的表面(如配合面)既

能与其它部分具有不同的分辨率 ,又能满足指定的

误差要求.

图 7　Venus 模型的选择细化

表 2　多分辨率实验结果

模型 输入误差值 三角片数
Metro

实测误差值
图号

Fandisk 1 0. 000001 6648 0. 000001 图 6(a),(e)

Fandisk 2 0. 0001 2637 0. 000098 图 6(b),(f)

Fandisk 3 0. 0005 1410 0. 000486 图 6(c),(g)

Fandisk 4 0. 001 847 0. 000994 图 6(d),(h)

5　结　论

三角网格的多分辨模型是解决三角网格过大和

只具有固定分辨率等缺点的有效方法. 本文提出一

种网格多分辨模型生成算法 ,以基于最大误差 L ∞

控制的网格简化算法为基础 ,以删除边和拆分点操

作进行网格模型的向下采样和向上采样 ,将网格模

型表示为由一个低分辨率的网格和一系列修改操作

组成的多分辨模型. 本文算法在向下采样时 ,重点考

虑了简化误差对模型精度的影响 ,在生成网格多分

辨模型时 ,该算法将细化操作分解为对网格模型的

几何修改信息和各细化操作之间的关系信息 ,同时 ,

该算法将全局简化误差保存在每一步修改操作中 ,

既确保了多分辨网格模型的健壮性 ,又使得通过全

局最大简化误差来控制分辨率成为可能. 下一步的

研究包括:(1)带颜色 、纹理的网格模型的多分辨模

型建立;(2)可控误差的网格模型多分辨编辑等.
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